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摘要 本文介绍了用 X射线投影进行轴对称物体密度重建的一些新二维变分模型与其数值计算方法,

从而推广了先前球对称物体密度重建的一维工作.由于直接解这一类数学模型转化的非线性代数方程

组, 数值实现难度大, 本文给出了易实现的增广 Lagrange 解法, 这种方法不仅有利于处理高阶正则化,

而且在 X 光图像有额外模糊的情形下, 自动提供了有用的中间量正则化; 也给出了一些初步的仿真计

算结果. 本工作为下一步研究三维非对称物体密度重建打下基础.
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1 引言

因为实际应用中的图像都是以矩阵形式给出的,传统图像处理通常是以统计或线性滤波方法实现,

如此矩阵处理方法容易实现, 特别是速度很快. 然而, 较为复杂的问题处理效果就不理想了. 从 20 世

纪 90年代初,随着数字图像应用的逐渐推广,数学家们开始考虑把一个图像矩阵看作观测图像函数的

离散, 利用丰富的数学技巧来研究更多的新数学工具, 来解决各种图像函数处理问题, 使得解有高精

度, 如传统方法中没有的理想几何性质 — 先函数处理, 后函数离散. 例如, 文献 [1,2] 提出了用变分模

型进行图像恢复和重建; 文献 [3] 给出的一个变分模型, 可以用分块光滑函数逼近 L2 函数, 找出块函

数间的间断集合,被广泛用于图像自动分割,详见专著 [4,5]. 如今,图像科学已发展为一门跨学科的前

沿数学学科. 本文介绍单幅 X 射线图像密度重建中的一些数学结果.

为了引入我们要考虑的问题和模型, 首先概述一下有关的图像恢复和重建的简单模型. 值得一提

的是, 因为观测图像和真解不类似, 密度重建问题比图像去噪去模糊问题显得更复杂、更有挑战性.

1.1 图像去噪去模糊模型

设 z = z(x, y) : R2 → R 为含有未知 Gauss 相加白噪声 η 的观测图像函数, 令 K 为有卷积定义的

线性模糊函数算子 [4]. 图像去噪去模糊模型有下面的关系式表示:
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z = Ku+ η, (1.1)

其中 η ∈ N (0, σ2). 方程 (1.1)作为一个典型的反问题,若没有正则化,则是没有唯一解的. 加上任一正

则化, 解能得到唯一, 数学解没有问题, 但不一定有应用价值, 解好坏有数学方法判断, 对图像问题, 也

可用视觉判断. 选择适当或最佳正则化, 是个数学难题. 文献 [1] 通常被公认为是最有开创性的工作,

提出用全变分 (TV), 即梯度的 1 范数, 正则化

min
u∈BV(Ω)

∥K ∗ u− z∥22 + α

∫∫
Ω

|∇u|dΩ, (1.2)

其中 α 是个正的偶和参数, 有界变分空间 BV, 允许解间断, 定义如下:

BV(Ω) =

{
u

∣∣∣∣ sup
ϕ∈C1

c

∫∫
Ω

udivϕdΩ <∞, ∥ϕ∥ 6 1

}
,

C1
c 中 c表示紧支集. 连续优化问题 (1.2)既可以在离散后通过非线性优化方法解,也可以解它的 Euler

偏微分方程 K⋆Ku− α∇ · ∇u
|∇u| = K⋆z, 其中边界条件为第二类, K⋆ 表示 K 的对偶算子. 为了不用假

设 |∇u| = 0, 常解的 Euler 方程加了个 β > 0 的小参数:

K⋆Ku− α∇ · ∇u√
|∇u|2 + β

= K⋆z. (1.3)

由于 Ω 是个方块区域, 在均匀网格上, 离散这个加性微分和积分方程不是难事, 但代数方程的数值解

较为复杂.

上面 (1.2) 中的模型和它的类似形式引起众多学者的重视和研究, 如文献 [6–9]. TV 正则项也可

用梯度半指数或分数解指数半范数代替, 以求压缩感知解 [10]. 解 (1.2) 的快速算法也有众多研究, 如

文献 [11–15], 还有选取 α 也有一些工作, 包括文献 [16,17]. TV 解由分块常数组成, 对光滑函数, 显出

明显的不理想的阶梯效果. 为了克服解的光滑性, 也有许多利用高阶导数等作正则项替代 TV 的工作,

如文献 [9, 18–24]. 文献 [25] 提出了一种用 TV 来修正 H1 的方法, 以提高密度逼近精度. 本文试用了

点高阶正则项, 但不是主要工作.

1.2 单幅 X 射线图像重建模型

为了测量一个金属复合材料物体内部密度 ρ 的分布, 利用高能 X 光照相进行密度重建是个广泛

应用的技术 (参见文献 [25–30]). 如图 1所示, 高能 X光通过很强的穿透能力, 将三维物体投影到二维

X 

(a) (b)

X 

图 1 X 光单幅图像两个示意图: 每个左边是 X 射线光源, 中间是被测量物体, 右边是信号接收 (生成图像)
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平面上, 根据右边接收信号的强弱, 可以重建密度 ρ. 从数学角度, 一个三维物体的密度不需要有任何

假设, 参见文献 [31]. 但鉴于最常用的应用, 通常假设被重建物体的密度满足下列假设之一:

(I) 沿球半径 r 对称;

(II) 沿 z 轴对称.

例如, 文献 [26] 用了假设 (I), 而文献 [27] 用了假设 (II), 但只用了 (I) 建模和仿真.

由于接收信号强弱的对数正比于物体的密度 ρ沿射线路径的积分,我们可以通过测量数据间接求

得物质密度沿每一条射线的积分量 b 简化设立重建模型

b = Aρ+ η, (1.4)

其中 η 仍是未知噪音. 这样密度恢复问题 (1.4) 就类似数字图像恢复问题 (1.1). 为了定义由线积分产

生的几何模糊算子 A, 记横切 z 平面上的一维密度函数为 ρ(r, z), r 为轴 (或球) 坐标半径, 则有∫
ℓi

ρ(r, z)dℓ = b(y, z), (1.5)

其中 y是离 x轴平面的距离 (即图 2中的 ih), ℓi表示射线 i. 这里需要假设有密度的物体限于半径为 R

的球内. 为方便描述, 先考虑如何求 A 在 z = 0 面内的逼近 A:

bi = (b)i =

∫ ∞

−∞
ρ(r, 0)dℓi = 2

∫ R

ρdℓi = 2

∫ R r√
r2 − a2i

ρ(r)dr

≈ 2
n∑
j=1

ρj

∫ rj

rj−1

r√
r2 − a2i

dr = 2
n∑
j=1

ρj(
√
r2j − a2i −

√
r2j−1 − a2i )

≡ (Aρ)i.

若成像平面离物体的距离 L2 比 L1 小 (见图 2), 通常假设 X 光射线是平行光扇形束 (见图 3), 如文

献 [26, 27,31], 这样算子 A 立方体内的逼近矩阵将是块阵

A = diag(A, . . . , A).

ih

L
1

0 L
2

a
i

r

w =   r2 
− a

i

2
√

图 2 扇形束内光源 (左边) 和观测图像点 (右边) 的对应射线: 计算和密度域的交叉点
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x
(3)

x
(4)

x
(1)

x
(2)

(a) (b)

X 

图 3 (a) 平行光作为锥形光束的近似; (b) 观测图像对应点

令一个扇形束的 θi 角光源直线达到图像光点 ih (h 为接受区间距), 通过初等几何得到

sin θi =
(ih)√

(ih)2 + (L1 + L2)2
≡ ai
L1

⇒ ai =
(ih)L1√

(ih)2 + (L1 + L2)2
, i = 1, . . . ,m.

令第 k 个扇形束产生图像的第 k 层观测值 (拟灰度值). 线性关系 Ax = b 可由平行光扇形束关系式

生成

Ax(k) = b(k), 层数 k = 1, 2, . . . , n, (1.6)

其中

b(k) = [bk1, . . . , bkm]T ∈ Rm, x(k) = [ρk1, . . . , ρkp]
T ∈ Rp, A ∈ Rm×p,

即

A ∈ Rmn×np, x = [(x(1))T, . . . , (x(n))T]T ∈ Rnp, b = [(b(1))T, . . . , (b(n))T]T ∈ Rmn.

因为 b 中有噪音, 所以, 直接解 (1.6) 是不可以的.

进而, 加上正则化后, 文献 [26,27] 分别提出和研究了有效的密度恢复模型

min
ρ∈Rp

{
1

2
∥Aρ− b(1)∥22 + α

p−1∑
j=1

|ρ1,j+1 − ρ1,j |
}
,

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b(1)∥22 + µ1

p−1∑
j=1

|ρ1,j+1 − ρ1,j |+ µ2

p−2∑
j=1

|ρ1,j+2 + ρ1,j − 2ρ1,j+1|
}
,

(1.7)

其中第二模型可以写成

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b(1)∥22 + µ1∥∇ρ∥1 + µ2∥∆ρ∥1

}
,

因为 ρ ∈ Rp, 所以, 第二模型仍是一维问题.

2 二维平行 X 光成像问题的模型与算法

对于球对称物体, 由于密度分布的确是一维问题, 即使有了二维观测图像 b, 也大没必要研究二

维模型. 但对于轴对称物体或非对称问题, 用一维模型分片来重构二维密度分布, 精确度是不够的, 例
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如, z 方向不可能恰好连续或间断. 当然是否假设平行 X光, 只是为了简化拟和项.下面简要讨论一下

这种模型.

如图 3(b) 所示, 令二维观测函数 b 和它对应的二维观测图 b 给定, 则一维模型 (1.7) 的第二个模

型可推广成如下两个密度恢复模型 (其中后者带模糊而前者没带模糊):

min
ρ

{
1

2
∥Aρ− b∥22 + α

∫∫
Ω

|∇ρ|dΩ
}
,

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b∥22 + µ1

∫∫
Ω

|∇ρ|dΩ+ µ2

∫∫
Ω

|∆ρ|dΩ
}
.

(2.1)

通过研究图像去噪问题 [21], 我们发现平均曲率是个很好的正则化算子 (参见文献 [19, 24, 32]). 所

以, 我们先不直接用 (2.1), 而是构造一个基于平均曲率 κ(ρ) = ∇ · ∇ρ/|∇ρ| 的如下模型:

min
ρ

1

2
∥Aρ− b∥22 +

α

2

∫∫
Ω

κ(ρ)2dΩ. (2.2)

因为 (2.2) 的 Euler 方程有极强的非线性性, 目前还没有直接解它的既有效又收敛的迭代数值方法.

参见文献 [15, 33] 中如何解去噪问题, 我们可以利用增广 Lagrange 法 (ALM) 来简化非线性优化模

型 (2.2).

用 ALM 法, 模型 (2.2) 可简化为 (虽然貌似没简化)

min
ρ,θ

1

2
∥Aρ− b∥22 + ⟨λ, ρ− θ⟩+

β

2
∥ρ− θ∥22 +

α

2

∫∫
Ω

κ(θ)2dΩ, (2.3)

其中 λ 为 Lagrange 乘子. 但新的 Euler 方程可解 (因为第一个方程线性, 第二个方程拟去噪),

A⋆(Aρ− b) + λ+ β(ρ− θ) = 0,

β(θ − ρ) + α∇ ·
(
∇κ
|∇θ|β

− ∇θ · ∇κ
(|∇θ|β)3

∇θ
)
− λ = 0.

(2.4)

例如, 离散后, 上面第一方程对第 k 层平行光扇形束变为 (x(k) 系数正定)

A⋆(Ax(k) − b(k)) + λ(k) + β(x(k) − θ(k)) = 0. (2.5)

算法 I (密度重构的高阶去噪模型)

对 k = 0, 1, 2, . . .

(1) 固定 θ = θ(k), 用共扼梯度法从方程 (2.5) 中解 x(k+1);

(2) 固定 x = x(k+1) (即 ρ), 用多重网格法从方程 (2.4) 中解 θ(k+1);

(3) 更新 λ(k+1) := λ(k) + β(x(k+1) − θ(k+1)).

3 二维锥行 X 光成像问题的模型与算法

锥行 X光 (图 1(b))比平行 X光 (图 3(a))更接近单光源 X光技术的实际;当然与医疗用的 X光

技术既类似又不同. 观测到的图像 b 仍如图 3(a) 所示.

现在提出我们的二维解模型如下: 与 (2.1) 中的第二个模型 (或第一个模型加模糊项) 类似但不

同, 即

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b∥22 + α

∫∫
Ω

|∇ρ|dΩ+ β

∫∫
Ω

|∇Aρ|dΩ
}
. (3.1)
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我们注意到这类变分问题中一般对中间量 Aρ没加正则项,加上会更合理,但像 (3.1)中基于相乘算子

∇Aρ 的正则项是需特殊处理的, 不易直接解. 因为当离散问题 (3.1) 中的相乘算子 KA 后, K 会变为

带结构的满矩阵, 而 A 将是稀疏块矩阵, 所以不把模糊项 K 和几何模糊项 A 分开, 相乘后矩阵的计

算结构将会失去, 如果 b 图像很大 (高分辨率) 时, 实现起来困难太大, 数学计算也不合理. 为了处理

两个相乘算子, 我们利用 ALM 法把 (3.1) 转化为

min
ρ,θ,ω,v

{
L(ρ, θ, ω, v;λ, µ, g3) =

1

2
∥Kθ − b∥22 + α1∥ω∥1 +

α2

2
∥Aρ− θ∥22 +

β1
2
∥∇ρ− ω∥22

+
β2
2
∥∇θ − v∥22 + α3∥v∥1 + ⟨λ,∇ρ− ω⟩+ ⟨µ,∇θ − v⟩+ ⟨g3,Aρ− θ⟩

}
, (3.2)

其中 ω = (ω1, ω2), v = (v1, v2)为分离变量, α1, α2, α3, β1, β2 为正参数, λ = (g1, g2), g3, µ = (g4, g5)为

Lagrange 乘子. 本文主要考虑 (3.1) 和 (3.2), 但我们给出的算法也可用于解 (2.1) 中的第二个模型, 还

有下面模型:

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b∥22 + α

∫∫
Ω

|∇ρ|dΩ+ β

∫∫
Ω

κ(ρ)2dΩ

}
. (3.3)

变分模型 (3.2) 的主变量 θ 和 ρ 的 Euler 方程可以导出为K
⋆Kθ + α2θ − β2∆θ = K⋆b+ α2Aρ+ g3 − β2div(v)− div(µ),

α2A⋆Aρ− β1∆ρ = α2A⋆θ + div(λ)−A ⋆ g3 − β1div(ω).
(3.4)

这里, (3.2) 中对 ω 优化的子问题

min
ω

{
α1∥ω∥1 +

β1
2
∥∇ρ− ω∥22 + ⟨λ,∇ρ− ω⟩

}
可写成如下等价形式:

min
ω

{
α1

∫∫
Ω

|ω|dΩ+
β1
2

∫∫
Ω

∣∣∣∣ω − (
∇ρ+ λ

β1

)∣∣∣∣2dΩ+ T (ρ, λ)

}
,

然后就有分析解 (注意, T 函数与 ω 无关)

ω = ω0 max

(
0, 1− α1

β1

1

|ω0|

)
, ω0 = ∇ρ+ λ

β1
. (3.5)

这是因为优化问题 minx⃗
∫∫

Ω
[η|x⃗|+ r

2 |x⃗− x⃗0|
2]dΩ 的分析解 [33] 是

x⃗ = max

(
0, 1− η

r|x⃗0|

)
x⃗0.

同理, v 优化子问题

min
v

{
α3∥v∥1 +

β2
2
∥v −∇θ∥22 + ⟨µ,∇θ − v⟩

}
的分析解是

v = v0 max

(
0, 1− α3

β2

1

|v0|

)
, v0 = ∇θ + µ

β2
. (3.6)

下面介绍如何数值求解 (3.4) 中的主变量 θ 和 ρ. 首先用交替变量法, 用 (3.4) 的第一个方程解 θ,

用第二个方程解 ρ. 因为 A 和 K 离散后都是带结构的块阵, 两个方程皆可用共扼梯度法求解, 进而给

出整体算法 (方法 3, 简记为 M3) 如下:
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算法 II (密度重构模型 (3.2))

对 k = 0, 1, 2, . . .

(1) 固定 ρ = ρ(k), µ = µ(k), v = v(k), g3 = g
(k)
3 , 用共扼梯度法从 (3.4) 中第一个方程解 θ(k+1);

(2) 固定 θ = θ(k+1), λ = λ(k), ω = ω(k), g3 = g
(k)
3 , 用共扼梯度法从 (3.4) 中第二个方程解 ρ(k+1);

(3) 通过 (3.5) 和 (3.6), 更新 ω = ω(k+1), v = v(k+1);

(4) 更新 λ = λ(k+1) := λ(k) + α2(∇ρ(k+1) − ω(k+1));

(5) 更新 µ = µ(k+1) := µ(k) + β2(∇θ(k+1) − v(k+1));

(6) 更新 g3 = g
(k+1)
3 := g

(k)
3 + β1(Aρ(k+1) − θ(k+1)).

下面考虑 M3 的两个相关的模型. 首先, 若上面模型 (3.1) 中取 β = 0, 即

min
ρ

{
1

2
∥KAρ− b∥22 + α

∫∫
Ω

|∇ρ|dΩ
}
. (3.7)

下面称为 M1 (方法 1). 也可考虑直接解它的 Euler 方程

(KA)⋆KAρ− α∇ · ∇ρ
|∇ρ|

= (KA)⋆b, (3.8)

利用不动点法,

(KA)⋆KAρ(k+1) − α∇ · ∇ρ(k+1)√
|∇ρ(k)|2 + γ

= (KA)⋆b. (3.9)

它的算法类似算法 II 的第 1 步. 其次, 我们称另一个 M3 相关模型为 M2 (方法 2). 它的提出是要避

免 (3.8) 中的非线性, 我们也可以称作半 ALM 法 (因为只处理了正则项), 即

min
ρ,ω

{
1

2
∥KAρ− b∥22 + α1∥ω∥1 +

β1
2
∥∇ρ− ω∥22 + ⟨λ,∇ρ− ω⟩

}
. (3.10)

(3.10) 的 Euler 方程为

(KA)⋆KAρ− β1∆ρ = (KA)⋆b+ div(λ)− β1div(ω), (3.11)

类似 (3.5), (3.10) 对 ω 优化的子问题的解为

ω = ω0 max

(
0, 1− α1

β1

1

|ω0|

)
, ω0 = ∇ρ+ λ

β1
. (3.12)

进而整体解算法类似算法 II 的第 1, 3, 4 步; 也与文献 [27] 中的 ALM 算法类似.

本文提到和提出的数值算法的收敛性, 只有部分结果, 有待进一步研究. 首先, 提到的两个高阶模

型 (2.3) 和 (3.3), 尽管已知的数值结果说明它们比低阶 TV 类的模型效果好不少, 但没有收敛性证明,

实际上解的存在性证明也没有 (由于非凸, 已知 Euler 方程解不唯一). 因为模型 (3.1) 没有高阶项, 所

以有凸性, 这样一来, 修正的 M1, M2, M3 的收敛性可以保证. 这里, 需要修正的原因是交替方向乘子

法 (ADMM) 的收敛性对块变量的个数有要求 [34]. 如下修正后的算法 II (M3) 是收敛的 [27, 34]:

(ρ(k+1), θ(k+1), ω(k+1), v(k+1)) = argmin
ρ,θ,ω,v

L(ρ, θ, ω, v;λ(k), µ(k), g
(k)
3 ),

λ(k+1) := λ(k) + α2(∇ρ(k+1) − ω(k+1)),

µ(k+1) := µ(k) + β2(∇θ(k+1) − v(k+1)),

g
(k+1)
3 := g

(k)
3 + β1(Aρ(k+1) − θ(k+1)).
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4 数值模拟结果

这里给出两个仿真实验结果.

首先利用算法 I 解一个平行光球对称密度重构问题, 如图 4 所示. 通过比较可以看出, 高阶平均

曲率 MC 正则化比全变分更有效. 这与文献 [27] 结果一致.

下面利用算法 II 解一个锥行光轴对称密度重构问题. 如图 5–7 所示, 我们考虑三种情形: (1) 无

噪音无模糊; (2)有噪音无模糊; (3)有噪音有模糊. 计算结果表明,在情形 (1)和 (3)下,新模型 M3是

非常有效的. 但在情形 (2) 下, M2 更好些. M1 比较差, 证实我们的判断: ALM 法不仅是很好的线性

化方法, 更提供了有用的中间量的正则化.
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图 4 算法 I 的仿真. 可以看出平均曲率 MC 正则化更有效. (a) 观察图像; (b) 密度真解; (c) 全变分解 (若参数

加大, 噪音变小, 但密度值会不精确); (d) MC 解; (e) 对比中线密度值
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图 5 算法 II 的仿真 1 — 无噪音无模糊情形. 最下边对比中线密度值. M3 最好
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图 6 算法 II 的仿真 2 — 有噪音无模糊情形. 最下边对比中线密度值. M2 最好
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图 7 算法 II 的仿真 3 — 有噪音有模糊情形. 最下边对比中线密度值. M3 最好

5 结论

用 X 射线投影进行轴对称物体密度重建是个普遍的物理学问题, 但在大部分模型工作中, 为了方

便, 都用平行光的近似. 本文不假设平行光, 尝试了一些新二维变分模型与其数值计算方法. 初步结

果表明,二维的工作量没有比一维工作增加太多,也发现增广 Lagrange解法能带来特殊和好的模拟效

果. 未来工作将从几方面验证和分析锥行光模型优点.
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On some variational models and their algorithms for axially

symmetric objects tomography from a single X-ray source

CHEN Ke & WEI SuHua

Abstract In this paper, we present some variational models and their computational algorithms to reconstruct
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density distribution of an axially symmetric object by X-ray radiographs, generalising previous works on spheri-

cally symmetric objects. Since effective numerical solution of the nonlinear systems generated from these models

remains a mathematical challenge, the proposed use of an augmented Lagrangian method enables incorporation

of high order regularizers and an automatic adding of regularization in the case of additional blurring. Some

preliminary tests are conducted. This work lays the foundation for future works to model 3D non-symmetric

objects by X-ray radiographs.
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